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1948 
P. · ed. a:t .the Ma..thema.t:.J cal. Cen.tte, 4 9 , 2 e Bo vu , 
• 
The. Ma.the.maxi-cal Cen.tlt.e, 6ounde.d the 11-.th 06 Feb y 1946, .i..6 a non-
pltO 6U hi6 · -'-4-" - n · · a.t :the. plt.omo.tlo n o 6 puJt.e m · c.& and ).;a 
a.ppU . ..._, · n.6. It ~ J ponoo1t.e.d by .the N d.6 Gov e.n.t ugh :the 
N ..... 01t.ga.n.lza:tlon 601t :the Advancement 06 PUite Rue.aJtch (Z.W.O}, 
b .the Mu.n.i..ci.p · --i 06 ~1:. ,'-l,,., , by .the Utilve/L.6 ,. 06 Am6-t , by 
F.1tee Un.lveJU> . a.t Amoi:. m, and by btcfu.6.tlueo • 
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Syllabus o J?rof .,.D1--., H. Fre1i.dentha,l. 
Priemeinden en einden, 
11 1t:tlb)l!. .... W. 41,.1'1,•·-· ... lttlli..._...,._..,_.,..., ,.,,:th: !Y ¢ii-
Priemeinden .. VoorbeeJ_d: G is een vierka.nt zonder 
----lto;JII! IS a l _ ----~--
rand, W8~E1.ruj_t oak nog een lijnst,J.k 12 is wegge}.a,, ... 
' 
ten. De aa1'lgeduide stippen vlak bi j elkaar a.a:o. 
~l i ; verschillende oevers van de inke:ping zijn, in G 
' I 
i I 
Lf: - ---·- ... ----·-·····-·-·J~5 bekeken, helemaa.l n:i.et vlak. bj.j elka,ar. '' Zij kon-
den bijeen niet komen, het water was veel te diep 11 • In ans geval 
zelf s zo diep, dat ook zwemmen niets gee ft. De prj_ns moet om de bron 
• 
van de rivier heenlopen, als hij bij zijn meisje wil komen. 
Precieser kunnen wij def'inieren: natuurlijke afstand van twee punt.II 
ten in G .... onder .. ·~·g:rens der breedten van alle bogen., die die twee 
• 
' 
pu.nten verbinden. Vt.1llen we na deze yermetri sering G met 1.~andpunten 
• 
aan do<r»r het ''vo).ledj~g'' o~~ulsel te vormen, dwz °' lj.mi.e ter1 i:ran fun-
d?...rnentaal rijen te adjungeren , o .. an vallen de twee oeve::-s -~.,an de 
• 
n1et 
-·· 
een cirkelschijf~ 
.~ 
I .... -· ,~ 
... .,...- - ·• i . 
, ,.,. .. "' I 
Deze beschot1w:1.ngswij ze is d~or Ca~rath.eodory . ].aath.~ 
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1 .Ann. 7_~ l 9J .. 3 ~ . ui tge,ronden. Ze wa.s 
. . 
door funct::i..etheoretische f'ei ten: de 
[::;~~ suggere era_ 
co · orme af',, .• 
beeldj"'ng van G op. de· eenheidscirkeJ. behandel t de 
• 
twee oe~.rers ala verschillen.d. o 
• Ander voorbeeld: De inkepi:n.gen verdichten zich bij het lijnstuk 01 
•· ·-•-~ -. ......... ., ~ 
l l van de omtrek van het vierka.nto In a.e natu1.lrlijke ,.. • i 
• l I l l 
i 
~-., 
,'! L.f 
pactificatie van G. 
metrielr liggen deze ptmten ~P oneind.ige ::::l,., sta11d 
van het in,vendige 
deer bogen uit G • 
. 
"".ran· G c Ze zi j n '' onbereilrbs,a.r '' · 
• 
G.-t wora,t niet compact op deze 
mru1ier O 1He zoeken echter. een na.tu~urJ .. ijke com-'"" 
. ,~ 
' 
' ' 
Die bereikt Caratheod.ory aJ .. s vo-tgt: .. 
. . . G, elk be, .. ,.. , 
11 I 11 
. 
ensd door een boog, die met zi j,.n ui teinden op de :ra11d "'"TaY.J. G st~, t111.t er 
.. I . I I I . 1>;, . . 
J;., (4, C •. ~ . ~. 
na alle G .. • · · , 1 · . .. •• ,.~ ,. , .•• 
· hee t een 
•• 
. 
. "' .f' . 
. J ' . • . .. 
··· · . ' steeds voJ.gt: · . .......... • Een eg_ui va.len··t:LekJ.as van m1n1 
. ' . . ' ' ,' ' - ' . . . '· 
•· -. . . . 
. ' . 
. mc:1,le .· .,,.1 .' 
. """"" . . ·, . . . . . . •., .. •, -. . . . . . . . .•-.· ' . . . -. - ·_· ·. . ', 
van 
. . ' , . ; ' 
' . '• . ' . . . . . . ' . ' ' . . . . . . . 
. 
' 
.. 
. ' . . 
. . ·. '.-.~ . ' . . ' •' . •' 
' ·• . 
' ,. . 
. - . ' ; . ' . ' 
' ' 
. ' ' . 
. . 
. .....~ ~ - - --
' ' 
antwoordt aan het hele lijnstuk 01 e_§cg priemeinde. 
Einden.1:Cen ruimte kan over het algemeen op veel manieren 
ficeerd worden,. De rechte door middeJ .. va11.. 1 of 2 punten 
gecompacti•"" 
ook nog ·an.~ ... 0 
• 
ders • Het vlal-c door een oneige ......... ij J.ce · rechte of door een oneigenlj_.j1-:: 
punt. Vaak is er een bijzonder natuurlijlre compactificerj_ng: bij de 
rechte zijn er duideli j k twee ge scheiden oneind.igheden ae1..n te vvij zen 
waarom zou men die l.aten samenvallen ? In het geval ,ran het vlak: · 
waar-om een re chte, al s het zuiniger met een pun·t t.:an~ 
De ideale co .... -actificering J cde Groot, D:5.ss., 194° k9.,n door twee 
ej_sen worden af gedwongen : Een n1ini1na4li tei tseis .. ,,,,,,., a.e tcegevoegde 1i-rer•· 
zameling moe-t zo ''du11'' mogelijk zijn · geen lijn als het met punten 
kan • Een maximaliteitseis - er mogen geen toe te voegen punten 
'V'.rorden samengev10 ..... -,~ en, al s ze ge scl1.eiden k . en werden ger.Lot.1den. 
De co:mpactif'icatie van een wijde klasse ruimten R is j,n mijn proef--
schrift Math. Zeitschrift 33 1930 als volgt geschied: 
fl zijn nu niet compacte gebieden van R met oompacte rand. Voor 
het overige dezelfde def'inities als daarstraks. De ''priemeinden•• he 
• 
t.en nu eind.punten. Inderdaad kri j gt de rechte 2, het v1 ak .. een eind··'· 
punt. Deze betrokken klasse . ruj .. mten is ui tgebreid in Annals of Math~ 
43 1942 • Nog een andere klasse van ruimten is behandeld in Com"tnen:t~, 
• 
Helvet. 17 1944) naar aru1leiding van onderzoekingen var1 H. Hopf. 
:lf.~f?i,F.
2 
9:u~,,,,.::e~~~N.~,J.:B4§P-• B. Kaufmann Math. Ann. 103 1930 en St. Mazur,,-, 
kie:wicz F1111da.menta 33 1940 hebben Ca.ratheodory' s :prj.emeinden op 
gebieden in willekeurig veel dimensies ui tgebreid. Di t j_s (1en zeer 
•·1• ·k K f ; · ..... b' · d · 1 A z· • • rnoei 1J o erwe • au. mann ... s er n.ie.., 1Jzon er i:n. ges ... a.agu. .. · iJn 
compactificering is niet hij ster ee slaagd; de ontst.s_a~!.J.d.o ::1:i.i.mte is 
. ., 
pathologj .. sch. Mazurkiewicz heeft die f'out ve1"med.e11, m.s.ax· zij n arti·• 
k 1 b t d ·t 50 bl · th + ·-~ l ·t d d ~· ·~· 0 • • • e es aan e ui . . z"' me aasu uivs u1. ,en e .. LJ.ll1vJ,.B)..-,, J_s vrl.J"·· 
. 
wel Ol'lleesbaar. Hij werkt niet a:Ls Caratheodory met inscJ:al-celingen , 
• 
niet door omgevingen, ma.ar door limieten, . wat . steeds zee1-:' lastig is,, 
f.~_;.,~P;l,~1: .... , ...... ~A., .. "~.!1. 
111
,?,,i!}.~~~• Het gemeenschappelijke in de defir1j_ ties ~~an 
. " 
priemeinden en einden _ heb ik e.,l ae.ngettJond. Wat .is nu het verschi7 
. . 
tussen die..,_. ee ?.Heeft.men.G vermetrisaerd en in de nieuwe metrick: 
" . . 
volledig gemaakt ··fig. 3 , ·dan bestaat zijn ·rand ui t de inkepinger: 
dubbel geteld, · en uit de omtrek van het vierkant 1 zonder het stuk 01 t · 
- . ·-.· 
maar uit het punt 1. In het punt 1 gedraagt de aangev ·. de G zich n.1-1 · •.
. . 
zeer onaangenaan1:. ·.1 · bezi t geen · co1n:pacte . omgevingen, . zelfs niet om·;,, .. 
' ' . . . . 
" " 
" . 
gevingen met compaote rand .. In de eindentJ:J.eorie wordt Z1.Jlk~ · ten min .. -• 
. ' ._ ... ,· .. ·' ·-· __ •,_ .·. :- .•' ._ . ·. __ ._-._. :-· .. -. _-_-._._--· __ - _._.·.··.· .. --_·_ -. ·._.: .. · 
ste het laatste · ·echter steeds verondersteld. Vlillen we d.e t•priem,,, .. ~ .. 
. . ' ' . 
. " 
. 
" . . 
' . . ' 
" . " 
.. , -. "'"" ·"' .... - . 
........ · . ·t·h ... .· 
-· I fl I . . ' -e .,,---~'" ... en. . . e o .... J .. e 
" . . . . . . . 
zo uitbreiden, dat we dergelijke ccrr.pactheidseisen in R laten valle11, 
., • ----~-~ oirlicel gcan mt1triek. In de drie randpunten 
# 
: " \ 
. ,'t,' . 
' I 
Z1.J·n c·r g~-n om2aJvJ·n~0 n m~t comn1cte-' {' '', I ' , • " . ' :; . ' w ' . , ... ,., " ' -" - ·• . " ; • -. - t. · '· ,# ~. J ,a.0 , .. ,.,. .. ... g c c , . 11....: ... , 
Uij vermijden wsor, hele hagen Ban R t;oe +~ '.I .• .,, ,, -
•• vocgen, zijn dus genoodzaakt de ~ocg tuseon 
tclkens tweo van dits drie punten als punt te bescl1ou.wenf'l J\·Ia.Ftr d.a.:t1 
~ d d "' ""t - n o nd e.::, r ... , , ,... a.r:.'3 r )" ·::-, ·1· '1-""1 ~ ·"') ~, t· 1· f 4' .,..... •·· ·· ·· .,.,.a... ~ · · "'"C "'t- 4 "t· ·;J' r> ,,,, om , ,~~·ort...1.Cn C rie pU .. J. c:..,. ... C:, t::.J..J:)... C',. e;t, . .,t. ... l.l.v-••··. .,.i,.,_,t;...,_;..._. ..,. J .. ,. !~ ... •• : 5.:.,. flt 
"" 
' 
, 
"' ..., ~ d d ' " t d . b d .. · - .. ... · .. . t · _, 1 kt p a c t i .J.. ..... c e er· o or e ~:: n p ·u.:n > --a. ··1; o v c n J,11 e: n :n. o s 1:, . .. : .e a. r 1 e p 1.l n · en op s o . • 
.. 
• 
,. 
. . 
• 
cirke1.schijf met rand. 
'· .. · Voorbeeld: Het in,vendige van een bo~i plus een 
' ' ., .. 
meridiaan op het boloppervlak. Compactificatie: de ope11 hol aangevuld 
met een p1mt sferische ruimte _· • 
De minimal.iteits 11••eis in de compactificeringstheorie was tot nu 
toe: De toegevoegde verzameling moet O·-dimensionaal zijn. Aangezien 
"' ~ in een O dimensionale ,rerzameling l,11 ioder punt een omgeving bezi t 
. eindpu21.ten omge'1,.ingen moeten bezi tten 1 v.raarvan de rand geheel in de 
oorspro elijke R ligt, dus co -.act is. De eindpunten werden dan 
door i ..... ri . · ende open verzwnelingen met compacte rand gedefinieerd. 
Dezelfde weg te volgen in ruimten, waar niet elk punt zulk 13 omgevj~ngen 
,.; ld d t b .. t t + b k · · .. f"t ., l 
~l..n vo _- oen -e ma e · ez1 -, zou een · e gro :.,e eper 1.ng ZJ.J!'.'1' i'Je zu-1. en 
daarom ook ni e't ei sen~ da t d P. verza.mel ing d (~re j_ndpun~;;e1~ .1:.:·~,·l,t3 :.lmensio, ., 
na.al is, maar da- · een discontin1..1u,n1 j,s, d.'!'.1\TZe dat zij geen oont~nutnn 
bevat ... , ..; .. dit is de zv;akste''riu.nheidseis'', die mr3n tot 110g 
,:-;, "' .. lf .. d .. di "' .. 1 · · ,J... • ... 
~r z:i.Jn ze s one1n ig . mens1ona.i~t.3 c· 1scont;:tnua '"11111•• a.ez.e ~-e ... :'""'I -. ' ......... 'J 
veal zwaJcker dan die van nuid~me~~jonaliteit. 
'• 
,,.,,, ,,-...,.1 ('.: 
('\,,) 
z - len ~':e R a1~s de wa.re ccmpactj.ficatj e van ll erkennen. r;J:.llen vvij 
. . 
· dalenae r:i j samenhangende afges]Moten verzamelingen i11 R zijn~ Ht1.n. 
. "'-I' f",J r--.....·· 
tevens 
. - . . ("',.,.,I . i.. ... , .• I 
,. .. .....,, 
was · geen contin1.1um · • Bevat A geen pm.1.ten ·-ra11. 
. . . N ... (') 
dus de 1m.tex1 1"e;n R . R, 
. , ·. '.lf'Si\l, 9'iltJI II i!IV fl;;fl~l(1M' _ 
. 
v-,sr. z11,meli ngen. · · 
Vall R •. 
Om de ~--in R ta . verkri j gen, -vragen we ")ns ·_ ~.f ,,.,an.near 
'· 
. 
' 
_,, .. 
• 
d'. !l 4 HI IF 
r:v 
ee verza.melingen A en B uit R elkaar in de zin van R raken, dwz. 
r-.J rv 
' in R een gemeenschappelijk punt p krij gen$ 
('..) . 
vingen van pin R met doorsnee ~, dan zijn 
sa.m(;::i½.angende verzamelingen, die van A naat' B 11 o,rersteken~!. fiun door-· 
• 
. ,, 
:, •.., ,;.. 
snea.e :1 .. n R bekelten is leeg,. 'Vfe kuri.nen het elkru1der re.ken in R va:r1 
twee verzamelj~·ngen A en B ui t R, d11s definieren vanui t R a~oor : er 
zij.n af gesloten samenb.angende verzamelingen, ·die van .A :~1aa.r B ov-e:~-· 
• 
steken en waarvan de doorsnee in R leeg is~ 
Op deze. heuristische 1:>t?-Sohoi,.w:J-:ugen is nu gebaseerd de navolgende 
• • 
•• 
s ... ~i§tP~t~:-~~.h~, .... 2Ebouw. r • 
, . 
1 •. R metriseerba.ar,, separabel, samenhangend, plaatselijk samen-
. hangendo 
2. Z heet ''brug'' tussen V en W in R , '-"..._ oten is en tussen .. 
. -, 
• • • I 
en 
3. 
V en vV saJnenh.angt, d'1vz. niet gespl:i .. t: kan worden in twee niet ·· 
-, . ; 
aan elkaar plakkende verza.1nelin ........ , waarvan de een vreemd tegen V ·· · · 
de and er vreema. te gen 'Vv is. 
• 
Luchtbrug tussen Ven W: d~ende rij bruggen 
• 
. van de doorsnee uitsluitend punten van Ven W 
tussen V en 'iv, 
bevat • 
4. De open verzamelj.ngen O en P 11.eten Y,,~.;t:l-r;_~~? . efg. aan el}rg.ar, als er 
.. 
. een luchtbrug tussen die twee besta.at" 
• 
5" 0 en P heten verwijderd van elkaar .. , .. ,, .. notatie O ·. P «,,,,.,.,,. als ze 
. 
niet aan elkaar verkleefd zijn, dus als geen luchtbrug ertussen 
. n1ogeJ.ijk is. • 
6~ 
7. 
8. 
'P, dan ook 0 . ~( ]? ..,..,. '-... 1 . 
• 
maar we slaan het bewij s c,-rrer • 
. , 
conclusie uit 6 en 
-
II. 
• 
7 ~ 
0 V 1 
• 
• 
• 
_.: ·- :P •. · Niet geheel triviaal, 
J 
• (Triviale 
• 
• 
1. Men zou kunnen menen, dat deze begrippen voldoende waren. Dit is 
merlcwaardig genoeg nj .. et h.et geval. _ l\1en komt er bijv ~ niet mee 5 al s · 
• 
men een af gesloten verza.melj.ng in de· zj_n va.n ·R definieert als ve:r.--· 
. 
. za.n1eling, die alle punte:n. bevat,. wac1rmee zj.j verkleefd. iso Di t is 
. . . 
. . 
• 
te onsoherp en leidt to~t pathologie~n. Vfe slaan een g;r}heel e~ncl..,.er€; _ 
... 
. weg in. · · 
2. We beschouwen continue reele functies f gedefj.nieerd o:p R .~ • • 
E t: f < °' 7 betekent: . verzameling va11 al.le x ·€R me"~; f '.:~ :~:·: .:~: t:--z 
-
. 
.. . 
,..., 
. 
• enz • 
. . 
3. Vile gaan de punten en 
- t . . . . . . . . . . • . . . . . . . .· 
I, ."""" . . . . . . . . ·_ . ' . . ' . . ' . ' . . ' . . . . . . :· . 
. . R definieren als het ware al s l'lttJ_punten en n .. punt•• .. •Vf.):r~zB.melinge:r.1 ._·. ··•··. · 
. . .-
van dergelijke 
• • • 
. 
. . . 
• •• • •• 
· · eisen op: 
' . . . ...... . . . ' ' . ', 
. . 
' 
. - ' . 
. 
' 
. . . 
. 
. . . . 
. . . 
. . . .. 
. . . 
; ' . ' 
. . '" 
. . . . . ,, ·' . 
. . . ' . . . . 
. 
. . 
,. 
• 
.. 
• 
,,,., 5 ,1 • 
. is de verz,ameling van alle co11.ti11.ue :funotj .. es in R met 
• 
1. o, 
• 
' 
• 
' 
2 .• • f' o, l. . > 
•• 
-. 
3. voor alle 0 C>t. . /✓3 geld.t: E f .z {>{ E >13 I ./ I 
' 
• 
• - • 
I 
-
De eerste ej .. s is al .... n voor het gemak opgelegd~ 
,, 
('\) 
dat fin R inderdaad n ....... -punten bez~!.t 
•• 
compacte ruimte neemt haar ondergrens aan) • De d.erde 
k0n::1.en in welke zin f, in R bescrl{)t:'t.Wli, co11tinu meet 
f as ·~ 
Ui t lj.m !...! 0 volgt steeds J_j_m g x .· :·: 0. Of: n 
.. . 
rl''i J 'Yl LJ ••·· ,la.,. .. 
ae,n g betekent: 
bij elke · ~) O 
• 1s er een 7 o 
.. g X) (( ·'' • 
(."'v 
Is f ;>- g, dan z ..... len huh nulpuntverzamelingen in Rinde omgekeerde 
. relatie st aan. 
5. f g. h ,. > f h .. 
6. f :f. 
7. Is f. g :r, dan zeggen we f rv g '' equivalent'' • Di t begrip 
. eq ...... valenti&.~ bezi t de gebruikelijke eigenschappen,e, 
8. h .. ,, max f:; g is een afkorting ,roor h x -- max ( f \ X t g X. ~• 
Zijn fJ g tE. . , de~n voldoet h aan II., 3 .1 triviae ..l en aan II 3.3 
. f 
Bewijs: 
11& 
..... 
- . .1-- / 
•·· .f l 
maG,k nu gebruik van j_,.8. 
V <o<. 
.....: 
> 
• v ,,, 
9. Onder de veronderste 7 li:n.gen -va:1 II 8 zfa.J.. a.ck aan II ~3 .:, 2 zijn vol•11 •' 
da,an. indien er een rij x bes·taa~ n · zod.at lj.m f ( x ) :--.:: · J .. j#m g x 
.. · . . ..... n # · ' n· n 
' I , .. ., ... - I J .. I-· - . ... 
. ,, c_ . . 
alle n is. Vfe zeggen dan ~d0-t r1 a~x i~,g eohtt3 ~oestaa·t nl. aJs 
• 
. lid van · 
·• 
,, 
' 
fen g. Triviaal ·• • 
' 
J..O.max f,g 
ll. Elke h f en g is ook j max · f ,g • 
' . 
dus een kl.einste ~ en g overtref£e.1:J.d.e 
' , 
. e cht b'9 staat ..• 
. 
Triviaal. max f,g • . "'t ·~ •>--
element van 
,. 
• 
12. een klein.s'te . overtreffende oolc bij 
. 
We tona.u .. nu aan, dat · zuJ .. k 
een af-telbare verzamelj .. ng ' 
. . . 
van eJ.ementen van · ) 'bestaat · indi.<?.n 
' . 
. . 
.zij · zoiets te111ninste 
. ·,, 
telken.s met zijn ein.dig irelen. b·ezi tten ,,· ·· 
. - . . 
.. 
• 
· Zij · f ,. l fa,, •••• deze verzamel.i11g. We· maken er een nieuwe van .· •.. ·· · .. ·· .. 
. ' . . 
. . = . = . . . . 
• 
. . . . _···. 
• ' • • , . • , , • ' • . • • • • - . .• .: • • • - • , , • • • • : • • : - • , , • , I • • ... • '. • . , ' • . . • .• .' ·• • , ' •. -
. . ·. . ' . . . . . ' .. . . : . . . . . '' . ', . . ·, ' . ', . 
en bewi ZE3n. in.~.. • • , dat er. een . k),eirlste r:;~vertr,~ff ende f > is. 
' . . ' . . . . . . . . . 
. . . . . . . 
. . ,. . 
. , 
" 
> 
. •· . ' . ' . 
' 
13 C 
14. 
16 
17. 
' 
l s:: •. .. "1 • 
l q 
""' . 
• 
23. 
24. 
• 
25. 
de constructie 
f 
U.l '"'" E 1 < 
...,.., ·.· '"' • "'\ l'1 I 
•* . 
"I( \!" vcor n 
van fs 
I ,.,.. °'? Al 
J1 , 
C Ur wegens 13 e!1 wegens 
.~ . 
In U 11 
f ···· r:-:,~x . f V' , ;:;•:-~ ·, ) in 
u 
n-1-1 
..;,. J,, 
• ,, ~ 
..r-.1.J. 
geldt 
d11s 
n T 
t 
: f )) ,,"·➔--- I 
f 
n 
I 
, •• 1' :: •• , 
1, 
f ,,, I 
dus l.l 0 
I I 
.,,.,, ., .. - < 
1--,-+ I 
•••••• a 
u 
n 
J 
v~1egens 
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